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21 de abril de 2026

Debes resolver los dos problemas (cada uno con varios incisos) que se enun-
cian abajo. Esto es un trabajo individual: debes resolverlos ti sol@ sin la ayuda
de nadie (incluida la TA). El primer problema es uno més o menos tipico del
calculo diferencial. El segundo te da una idea de como seran los problemas del
taller: es una demostracién “guiada”, dividida en varios incisos, de un teore-
ma interesante y bonito. Aunque los que verds en el taller son mas largos y

complejos.

Si no puedes probar algin inciso, explicanos que intentaste y sigue adelante
con el resto.

Trata de dar argumentos y demostraciones completas y rigurosas de tus
afirmaciones.

1. Define f : (0,00) — R como

a)
b)

)
2. a)

b)

flx)y=2""+2"%.

Calcula lim, g+ f(2z) v imy 00 f(2).

Calcula (y demuestra que tu calculo es correcto) el maximo de f en
todo su dominio.

. Qué puedes decir de su minimo (también global)?

Considera la parabola y = ax?. Toma sobre su grafica dos puntos
cualesquiera A = (x1,%1) y B = (2, ¥2). Considera la cuerda AB.
Prueba que existe un tinico punto C' sobre la grafica de la pardbola,
tal que la recta tangente a la parabola en C' es paralela a la cuerda
AB. Calcula las coordenadas de C.

Vas a probar el siguiente teorema de Arquimedes: el drea de la region
dentro de la pardbola y limitada por la cuerda AB es 4/3 del drea del
tridngulo AABC'.

Para ello, prueba los siguientes incisos.

1. Considera ahora dos cuerdas y dos tridngulos més. Vamos a re-
petir lo que se hizo en 1., pero ahora para las cuerdas AC'y C'B.



Llama D al punto (entre A y C), sobre la pardbola, tal que la
tangente a la pérabola en D es paralela a AC; de igual forma,
FE serda el punto donde la tangente a la pardbola es paralela a la
cuerda CB.
Prueba que

1
area(AADC) + érea(ACEB) = 1 areaAACB.

Te damos una sugerencia de como atacar este problema. La rec-
ta vertical que pasa por C bisecta la cuerda AB en un punto
M (jPruébalo!). Argumenta ahora, que para probar lo que se
pide, basta con demostrar que area(AAMC) = 4 drea(AADC)
y area(AMCB) = 4 4rea(ACEB). Ambas se prueban igual, asi
que veamos la segunda. Prueba que la recta vertical por E bi-
secta tanto a CB como a MB. Llama G y H, respectivamente,
a ambas intersecciones.

Prueba que EG = %G7H Termina la demostracién.

ii. Ahora itera el paso anterior: los dos tridngulos AADC y ACEB
dan lugar a 4 cuerdas (AD, DC, CE y EB), luego a 4 triangulitos
al tomar los puntos donde las tangentes son paralelas a estas
4 cuerdas. Estos triangulitos vuelven a tener areas que suman
(por el inciso anterior) un cuarto de la suma de las dreas de los
tridngulos AADC y ACEB.

Continda iterando y prueba que:

e La unién (infinita) de todos estos tridngulos coincide con la
region de la parabola cuya drea deseas obtener.
e Determina una serie que calcule el area de la unién de todos
estos tridngulos.
Concluye el teorema de Arquimedes.

¢) Explica por qué el teorema es cierto para cualquier pardbola y no

tinicamente para y = az?.



